Teoria de la integral y de la medida, 2020-21
Hoja n® 8 (Teorema de Radon-Nikodym)

1- Sea X = N, A = P(N), v la medida de contar en Ny u(E) =3, 5 5. Comprobar que v < p, sin
embargo no se verifica la condicién de que dado € > 0, 36 > 0 tal que u(F) < d = v(E) <€, E € A.

Solucion. Si u(E) = 0 entonces F no contiene ningin entero positivo y por tanto v(E) = 0. Luego
v < p. Si lamamos E,, = {n} entonces u(E,) = 5= — 0 pero v(E,) = 1,Vn, luego no se cumple la
condicién € /§ de la continuidad absoluta. El motivo es que v no es una medida finita.

2.- Sea X = [0,1], A = Bjy 1}, m la medida de Lebesgue en A, p la medida de contar en A. Probar:
a) m < p pero dm # fdu para toda f.

b) u no tiene descomposicién de Lebesgue respecto de m.

Solucion. a) Si u(A) = 0 entonces A = () y por tanto m(()) = 0 también. Luego m < u. Sin embargo,

dado una funcién f cualquiera, si f(zg) # 0 para algin zo € R se tiene, para A = {xo}, [ fdu = f(x0)
A

mientras que m(A) = 0. El motivo es que u no es o-finita.

b) Supongamos, en busca de una contradiccién, que p tiene una descomposicién de Lebesgue respecto
de la medida de Lebesgue m; es decir, y = A+ pcon A L m y p < m. Puesto que A L m, por
definicién sabemos que existen £ y F' disjuntos tales que X = EU F, con E nulo para A y F' nulo
para m (o simplemente m(F) = 0, puesto que m es una medida). Sea x € E. Entonces pu({z}) =1y
A({z}) = 0. Pero m({z}) = 0, y por ser p < m, se tiene también que p({z}) = 0. Se tiene por tanto
una contradiccién, a menos que E = (). Pero en ese caso X = F'. Sin embargo, m(F) = m([0,1]) = 1,
en contradiccién con el hecho de que F' es nulo para m.

3.- Sea (X, A, u) un espacio de medida. Sea B una o-subdlgebra de A y sea v la restriccion de u a
B. Supongamos que v es o-finita. Si f € L'(x) demostrar que existe g B-medible, g € L'(v) tal que
/ pfdp= /  9dv para todo E € B, ademds g es tinica médulo alteraciones en conjuntos v-nulos. (A
la funcién g se le llama en probabilidad E(f|B), esperanza condicionada de f con respecto B).

Indicacion: Aplicar el Teorema de Radon-Nikodym a las medidas pp = v como la medida o-finita y
vy = fdu, ambas definidas solo sobre B.

Solucion. Utilizaremos el Teorema de Radon-Nikodym sobre la o-algebra B usando pg = v como la
medida o-finita y vy = fdu, ambas definidas solo sobre B. Claramente vy < po y v es finita porque
f es integrable. Por el teorema, existe una g € L!(dv) tal que fdu = vy = gdv, es decir

/fd,u,:/gdz/, VE € B,
E E

como queriamos. Aqui lo importante es que g es B-medible. Esto es més restrictivo que ser .A-medible,
que es lo que era f.




4.- Probar que si una medida A en R tiene soporte en un conjunto numerable {x;};, entonces existen
constantes ¢; tales que A(E) = > . ¢;xp(z;), es decir A = >, ¢;d; (Jo representa la delta de Dirac
en el punto x = a).

Solucion. Por hipétesis, A(R \ {z;};) = 0. En particular A(E) = A (E ﬂ{xJ}J) = Z Azxj) =
$j‘EE

Z Mzj)xE(z;). El resultado se sigue de tomar ¢; = A(x;).

J

5.- Sean v y A medidas (finitas) definidas sobre una misma o-algebra. Probar que si se tiene a la vez
Alvyd<v,entonces A\=0.

Solucion. Por ser A L v, existe un conjunto E medible tal que A(F) = 0 y v(E°) = 0. Pero, al ser
A < v, v(E€) = 0 implica que A(E°) = 0 también. Luego A\(X) = A(E) + A\(E€) = 0.

6.- Se dice que una funcién F : R — R es absolutamente continua si dado € > 0 existe § > 0 tal que
dadas dos sucesiones de niumeros {ai}r y {bx}r , con ax < by, Vk, entonces

bk —apl <6 = D |F(b) — Flap)| <e.

k>1 k>1

(Ver ejercicio 8 de la hoja 4). Probar que si F' es absolutamente continua y, ademads, creciente entonces
la medida de Lebesgue-Stieltjes dF' es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue
dz en R.

Solucion. Queremos ver que si A es de Borel y m(A) = 0 entonces dF(A) = 0. Dado € > 0, tomando el
¢ de la definicién de funcién absolutamente continua y usando que dr = m es una medida regular, existe
un abierto U D A con m(U) < 6. Como U es la unién disjunta de intervalos abiertos, U = (J, (ax, by)
se deduce que >~ |by — ar| = m(U) < 6. De aqui obtenemos

dF(A) < dF(U) =Y dF((ak, b)) = > [F(bk) — Flax)| <e,
k>1 k>1

donde hemos usado, en la segunda identidad, que F' es continua. Es decir, dF'(A) < €,Ve > 0 y, por
tanto, dF'(A) = 0 como queriamos.




